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XII-3. 


Scopo di questo seminario è dare una descrizione leggibile di certi 
spazi di interpolazione tra (grosso modo) uno spazio di Besov e il nucleo di 
un sistema di operatori differenziali di frontiera in uno spazio di Besov di ti 
po più regolare, per poi applicare questi risultati alla determinazione di ana- 
loghi spazi nel caso di LP o di wÉP, 

Incominciamo col richiamare le definizioni e le proprietà fondamen- 
tali del metodo di interpolazione reale. 

Siano Ag? A, due spazi di Banach compatibili (cioè 3 spazio vetto 


riale topologico di Haussdorf tale che AGY » AG A). Sia poi veR, lspsto. 


1 
Poniamo 


A è pi Vv P/pà. Vei P/pt. 
M(p,v3A A) {FIR + AA It f L'(R 5A)» tr! LR ;A)} 
(f' è la derivata nel senso delle distribuzioni a valori in A + A). 


Poniamo 0 = wi, Se 0<6<1, si verifica facilmente che esiste 
lim f(t) in A, + A 


t+0+ i, 
Poniamo (A_,A.) detta +A,-lim f(t)|FEW(p.,vsA_,A,)}. Valgono le 
o° l’6e,p o l tes ol 
seguenti proprietà: 
(i) (seek, È è un funtore d'interpolazione, cioè, se Bo? Bj sono una 


seconda coppia di spazi di Banach compatibile, da 


Bit + + 
T (A, A, Bo B,) 


i tale che Tia SFR) 


T n E L(A,3B;)» segue " 


; e L((A_,A,) » (080.0): 


AA ap o’ l'e,p 9,p 


(ii) Se Isp sposto, UT oA0,p, 


1a) agis, Ptapat. 


Ad esempio, poniamo A, Li wb>P(p"), A A 


1 


XII-4. 
Si ha che wl>P(plh*1) è isomorfo a 
+ 1, + . 
LP(RGA) O WP(RTGA) = W(p,03A +A) 


Allora {f(o)|fe W(ps03A_sA,)} è l'insieme delle tracce su Rit! degli elementi 


di wboP(gl*1), e cioè lo spazio w° !/P»P(p"), 
Quindi 
Di: 
cul*Pcr®), LPCRM), = PCR"). 
pià 


Nel seguito utilizzeremo un altro modo di ottenere lo spazio (A Are pî intro- 
. 


duciamo il funzionale J: per t>0, a€ AA» poniamo 
J(t,a) = max{|aly st lalk } 
(o) 1 

Si può provare che 


+0 


dt. ,; ; 
= + s — 
(ASA 6, p {ae Ao A la J v(t) t (integrale convergente in ALTA)» con v 
+0 
î i NOR -0 podt 
misurabile a valori in ANA, e (t_ J(t.v(t))) nq < +0} 
(o 
(ovvia modifica nel caso p = +©). 
Un caso particolarmente interessante è quello in cui A, = E (spazio 


L 
di Banach), A, è il dominio di A (con A operatore chiuso in E) (ad es. Aè il 


generatore infinitesimale di un semigruppo). 

Questo caso (soprattutto nella circostanza A generatore infinitesima- 
le di semigruppo analitico) è stato moîto studiato da Da Prato, Grisvard e i lo 
ro. allievi per l'interesse di questi spazi di interpolazione nello studio 
delle equazioni paraboliche. 


Segnaliamo soltanto il seguente (noto) risultato: 
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sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico {exp(tA)|t=z0} in 
È, 


Consideriamo il problema 


du 
"ia Au(t) = f(t) , tero,T] 
ul(o)=0, 


Sotto larghe ipotesi sulla f, questo problema ha una e una sola soluzione forte 


nel senso di Friedrichs: 


È 
u(t) = f exg(t-s)A)f(s)ds 


(o) 
Diremo che u è una soluzione stretta in LP se 
uew!>P(fo,tT]3E) © LP(O,TI; D(A)). 


E' chiaro che.in tale caso, necessariamente f € LP(LO,TI;}E). Tuttavia, in generale, 
se fe LP(LO,T];E) u non è una soluzione stretta in LP del problema. 


‘ Però, se poniamo D, (A) = (E,D(A)), p ® se f€ LP( 0,7]; D, plA))» 


»P 
ueW*P({O,T]; D_(A)VOLP(TO,TI: Dj, (A) (Osp p(A) = {9€ DIA) Age D, p(A)} 


1+0,p 1+0,p 
(vedi [BPG]). 
Risultati di questo genere danno interesse al problema di determinare 


DplA) in casi concreti. 


Un esempio tipico è il seguente. Sia (A(x,9)» (BL (x:3))k1 un problema 
ellittico regolare in un aperto 2 di R". 


Poniamo: 
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DA) = tue DM u°P(a)fa(xa)ue LP(a), 
p a<2M 


Si vuole determinare (LP(0), DA) ,q (068£1, 1sgs ©, ispste). 

Su questo problema esistono in letteratura parecchi risultati. Molti 
di essi possono essere ritrovati come conseguenze semplici di risultati analoghi 
in cui gli spazi LP(A) sono sostituiti dagli spazi di Besov B, gl). Passiamo 


9 


allora a richiamare alcune definizioni (vedi [TR], [TA1]): 


Siano 0<asl, lspsto, l<g+®, Poniamo 


a (pl) _ P(R nf 5 q dh Ù 

Br, al ) = {fe L ")l Ju(-+h)- u + u(- MIL Th[ ntae < +0), 
R" 

BS _(R") = tuetP(R")] Ju(-+h)-2utu(--h)I, c|h["}. 


Per a R, poniamo [o] = max{jE Z|jKa},{a} = a-[a]. Se a>1, poniamo 


B® (R") = que w!®>P(p" )| vee NT , |8| = [a], au e Big R")} 
Ps9 D,q 


Se as0, siano Bg>0 e j tale che B-j = o. 


Poniamo 


a (pl). gl 23/2 B 
LA ) = {# (14|e|)" #Fu]u Bo, q(°) 


La definizione è giustificata dal seguente risultato (vedi [TA1]): siano 85:81 >O. 
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Siha inoltre (vedi [TA1], [TR1]): 


e” 


(i) Se ast 9 1sp.q»948t° » Bp,q; (I P:9g 


ii Se lspsto, ae R, sq sq,sto, B®  (R’)eg* (R" 
(ii) p o do ps9, ) c Psa, ) 
(iii) Se l<p<to, 
lo n p,pN lo) n 
8° (r")c LR") c8° (R°), 
o (Rc LP(R") 280 _(R") 
BI peR") c L'(R") c MR") c Bj (R"), 


BO j(R") c c(R") c L°(R") e 80 _(R") 


ove M(R") è lo spazio delle misure di Borel regolari su R", c(r") è lo spazio 
delle funzioni uniformemente continue e limitate su a, 


Se 9 è un aperto di R", poniamo 


(0° 


P39 


B* (o) = [gs lueB® (R")} 


P3g 


; : iaia ; ; : n 
Nel seguito, salvo diversa indicazione, considereremo solo i casi 2 = R, 


Q= RI = {XE R"]x_>0}, Q aperto limitato con frontiera 29 di classe C° e 2 su 
un solo lato di 99. 
°] 
Vogliamo definire lo spazio B, gl)» La definizione classica (chiusu- 


ra di c_(0) in B, gl9)) presenta parecchi inconvenienti, soprattutto nel caso 
9 


p = +e 0 q = +, Daremo ora una diversa definizione, che coincide con quella clas 
sica nel caso lsp,gXto. 


Sia ACR", A chiuso. Poniamo 
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L n (51 n 
8° R') = {ueB® (R°)|supp ucA) 
pupa! pia )Isupp ucA} 


Vale ii seguente risultato: 


Proposizione 1. ([GU2]). Se A è una sottovarietà C°di R" di dimen- 


; -1 ° 0, mi _ 
sione nel e adp  -1, B pg, Al ) = {0}. 


i sua ; -1 3 
Diamo allora la seguente definizione: sia a>p ‘-1. Poniamo 


BS a(9) = tu] lueB5 : =(R")} 


= CI 


In virtù della prop. i, per ogni ue B® (9) esiste unica veB - R" t.C. V|_5U 

prop per 0g pal) <P, ) la 
Poniamo 

luo = vj 

8° (9 8° (R° 

N, ) pa! 
Si ha allora BS cB° (0). 

p,9(92) © Psa! ) 


Di Bo al) si può dare una caratterizzazione in termini di tracce. 
Cominciamo col ricordare il seguente risultato (vedi [TR1]). 


Proposizione 2. Sia mENU{0}, lsp.gsto, amp” 3, Esiste 


m . 
T_eL(B* (o), B°""P (30)*) tale che, per j=0,...,m,se ueB® (qa 
n EL, Il na (09)*) per j MRO) 


nea), 9° U = (T_u);. Inoltre, 3 


m . 
. a-j-P a : ; n 
; 0- Il B a (99) + Bal lineare e continua tale che Mi tn) (frfn) 


(*) Definito per carte locali. 
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al RA TI BS n d gl. 


Si può allora dimostrare che: 


Proposizione 3. Se pinicae >, 


B* (a) = B° (a 
pal pa 


Se mp icacntap? (mE NU {0}), 


8° (a) = tueB® (g)lTu=0). 

pani ) pca! IT, 

Prima di proseguire, ricordiamo la definizione dello spazio di interpolazione com- 
plesso ELVRETSE 


Siano AA spazi di Banach compatibili, poniamo H (AA) {+ ALTA If con- 
tinua e limitata, fl, è olomorfa, taf(it) E C(R;A )» t+f(1+it) € C(R3A,)} (S= 
={z€ C|O<Rez < 1}). 


Poniamo (A, M.\ pie {f(0)|fe (AA )}(0 €10,11). E' noto che 


Aa, Mo re AA 


Si ha: 


Proposizione 4. Siano ela 30, < +0, 1spsp*P»9:9?USt"» O<e<l. 


Se gg ft» 9,49» 


pll- -0)ao+001 
(2), (2)) = (Q) con 
Peo  Pisd 19) °p,q 


u - -1 -1_ -1 -l 
pos (1-0)p, +99] : 9 = (1-0), +99. 
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(1-0)a +00 


(o "i n i 
(B__ (0), Bp,a, "o, “Ba (9) 


do 0%] (1-6)a_+60, P 
Bn,a9» Bp,ar01  p,a (9) se (1-9)a +90, <p 
(1-0)a +60 
ne ol 21 
= Boa (9) se (1-6)a t00, > p-1 
Se a < > “La 
do usi ? Sai p 9’ 
9 % (1-0)a +00 
hi pi NA (e) i I 
Pig 80,9, aa = Hrua (9) se (1-0)a_ +90, <P 
(1-0)a +00 
be (0) 1 -1, 
E Bo,q (2) se (1-9)a_+9a,>p -i 


Dopo queste premesse sugli spazi di Besov, veniamo ad alcune definizioni: 


Definizione 5. Sia (BL (x33))1 = (da un sistema di m operatori 
differenziali a coefficienti C° su 39. Diremo che (edta è un sistema normale 
di operatori di frontiera se: 


(a) Se By(x:3) = È b (x)af , se 1sj<k<m, mm, 


[g|sm, Ke 


(b) Per k = 1,...,M, 99 non è caratteristica per B, 


XIi-11. 


{ Cioè ; bg (4)v(x)f #0 ywx€392, con v(x) versore normale a 


Definizione 6. Chiameremo sistema di Dirichlet di ordine m un siste- 
me normale di m operatori di frontiera tali che U; = EEE = m-l. 

E' ben noto che, dato un arbitrario sistema normale di operatori di 
frontiera B = (Bia esiste un sistema di Dirichlet D che contiene B, con Di = 
= B_. 

m 
La seguente estensione della proposizione 3 è immediata. 


Proposizione 7. Sia D = 0,8 pa un sistema di Dirichlet di ordine m. 


Siano poi 1sp,q st, mp7 i<acmtt+p” . Allora, 
(0° o 
= € = pl PRETE A 
B° (9) = {u Bh, g 69) [Du 0, per k=l m} 


m 


Poniamo ora (dato un sistema normale di operatori di frontiera B = (B kr)? 


x) 


LR p(9) = B, al®) se a<m tp Vk, 


a _ -l - 
{ue Bh, q(9) [Bu = 0} se mitp <a e a # mp Lyk) 


{ue BS al | Bu = 0 se m;+p Ka e Bu € 82 (0)} 


P.q 
-l 
se a = mp per un k. 


Il risultato centrale di questo seminario è il seguente 


Teorema 8. Sia B = (Bai un sistema normale di operatori di frontie- 


ra in 9. 
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Siano moka <a Sto, 1sp3939?% <to, O<0<1. 


1 

Se qK+o 

0, CI Re 0)a o 79% 

(Bo (> Boa 80 o) 3 Bg, (0) 
In generale 
a a (1-0)a +00 
(o) 1 o l 
B si B = B è 
Pig p39;819))6,q p,9,B (a) 


Diamo una traccia della dimostrazione di questo risultato. Cominciamo 


con la seguente 


Proposizione 9. Sia D un sistema di Dirichlet di ordine m su 99. 


pi, 


nei pe” j- a . 1 
B Q WYa,p,a, tale che, se a-j-p >0, 
iL ora (29), Bo g(0)) Ya,psa a-j-p 


Ditplforrafpofne1) = f, (vedi [GU2]). 
Veniamo ora a provare il seguente caso particolare del teorema 8: 
9 


x,9) = —+ a(x), con ae C°(a9). Proviamo che, posto 


sia lKpst® , lsqXt0, B,( 3 Dv 


B = {B]}» si ha 


(o) 2 
(Bh, g(0)» TAL, 16] 7 vr 


nel caso 20 > 1 + o (in modo che 


20 E 28 ;_\]èu , 
Bh, q,B!®) = {ue Br, g59) a + a(x)u = 0}) 


Per provare questo risultato useremo (più o meno liberamente) un metodo introdot- 
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to in un bel lavoro di R. Seeley (vedi [SEE]). 


Cominciamo a provare che, se u sd ql)» p? (2)) je! e p20 p(9). 


Ps93B [0 P:9» 
Per definizione, esiste F € H (B; ql9)» 8 6 pl2))» tale che F(6)=u. 

In base alla proposizione 4, 

20 


(o) “e 
i IT 


Per provare che - + a(x)u = 0, osserviamo che z + è + a(x))F(z) è analitica e 
limitata a valori in uno spazio di Besov su 99 per B<KRez < 1 con gB<0. Inoltre, si 


annulla per z = l+it. In base al teorema delle tre rette, a +a(x))F(0) = 


dv 
E 5 : : 20 au n : — 
= (ta 00) 0. Viceversa, sia EB, g69)» c@ +a(x)u = 0 su 39. Poniamo Bo" 
= Vie: Allora 
20-p 1 
D = {B0:B1} è un sistema di Dirichlet di ordine 2. Si ha BU eB P (99) = 
È) 


29)) Quindi, 3G e H (8-0) 822" (20)) t.c. G (0)= 
[0]” 0 pg ? pg "0 


-1l 1 
-p 2-p 
B 992); B 
| Ps9 Vada Ps9 | 
= Bu. 
Do) 
da -1-p71 
Poniamo infine G,(2) = 0W ze S., Chiaramente, GE H vg (99), 
1-pel 
BL ; (a0)). 
Sia 1. l'operatore introdotto con la proposizione 9. Poniamo G(z) = 


D 
(2)) (ze3). Allora, G(it) = ap(G,(it). G,(it))e BI g(9)» 
(9) 


G(l+it) € 85 gl Inoltre, poiché Gi(I+it) =0 Wt, G(ltit)e pi 
Si ha G(e)e Bo (0). Inoltre, poiché 


A p39,B 
Quindi, G(6) € (Bp,q(0)» Br,q,Bl®) ter: 


D G(6) = G (e) = DU: D_(u-G(0))=0, D (u-G(0)) = Du - DG, (0) = 0. 


i °26 o 4g 
Per 1 .7, u-G(e)e B° (9) = (B° (a), BO (a 
er la prop u-G(6) La )=( sE, ) 0a DIS 
2 


B a P indi il risultato è provato. 
P.g p39,89) fog: 9 i 


Veniamo ora al risultato di interpolazione reale. Useremo il seguente 


caso particolare del teorema di reiterazione per il metodo reale: 
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Proposizione 10. Siano Ag: A, spazi di Banach compatibili, 0<6,?9:®< 


si 


<1 lsqste. Affora, 


(A ) = (A_,A 


» A ) 
[65] [8,1 8.9 o° 1 (1-6)6_+60,:9. 


Dimostriamo allora che, se 1<p<t® , lsq<+o, lsrsto, B.(x,9) =D ta(x), 


1 
B = {B]}» si ha 


(o) 2 
ps90 °° p:.9,B 


- p20 
r psr,B 


(2)),, (a) 


A tale scopo, in virtù della prop. 10, basta provare che, se 1 + pKa Ka, e 


0 ]0,1[, Isq(ta, Isrste, 


() (1-6)a_ +00 


(o) (O) a 1 
ps9 809)» Br. g,B!0 or = ERE (9) 
(04 (04 (0 4 (03 
sia ue(8.° (a), B® (0)) . Attora, ue(B® (0), BL (o)). = 
p39,B0 p.g,B' @,r° ” Ps  pi@ "War 
(1-0)a +00 o, a d, 
= B Q) . Inoltre B 2) + B Q) = B 2). Quindi B_.u=0 
w (a) RAFORIIRTORENENORE i 
(1-6)a_t9a, % a; 
Viceversa, sia USB, x (2) e Bju = 0. Esiste viR + Bi gl9) misurabile, 
tale che 
u - { V(t) T (integrale convergente in Br g(2)). 
fi) 9° 
Si % 
Costruiamo ora un proiettore P da Ri ql) su B, i p(9)» la cui restrizione a 
a a 9 9 bj 
B o) è un proiettore su B [05 PA 
p,a' p P,9,8 ) 


Consideriamo il problema 
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{*) 
av A 
" + a(x)v = g 

a 71-1/p 
con geB (an). Se 120 e abbastanza grande, per [GU1] si ricava che esi- 

Pali LA a,71-1/p o; 
ste unica YeB, gl9) che risolve (*). Se qeB, A (99), veB (n). Poniamo 

9 o 9 . 
v = Rg e per 268 (9) s Pz=z- RE + az). P è il proiettore cercato. 
Si ha allora 
+00 «boo 
u=Pu=P( f vet) SE = fo Puce) SÈ 
È t 
0 (o) 
“1 

L'applicazione t + Pv(t) è misurabile a valori in D, q pl9) e l'integrale con- 

(07 (04 (04 ia 

6 (o) (o) 1 
verge in B 2). Segue allora ue (B 2), B 2 A 
ù p,al 9 pa! ) p,9,8" ar 


Veniamo ora ad applicare i risultati precedenti al caso di spazi di- 
versi dagli spazi di Besov. 


Cominciamo col ricordare il seguente risultato (vedi [GU1]). 


Proposizione 11. Sia A(x,3) un operatore fortemente ellittico di ordi- 
ne 2m a coefficienti in w°°°(R"). Siano lsp,qsto, a R. R>0 tale che 


A C con ReX120 e |a]aR il problema 


A(x,9)u - Xu = f in R 


+, 
ha un'unica soluzione ep “(R") vie B° (R°). 


PsQ Ps9g 
Applichiamo questo risultato per provare la seguente proposizione, 


che generalizza un teorema di G. Di Blasio (vedi [DB]). 


= ue N ua) |A(x,a)ueL'(0)3 A U= A(2). 
a<2Mm 


Poniamo D(A, 
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Si ha che: 


2m0 


Proposizione 12. (L'(R°), DIA ))g q = Bj a (R") voe]o,1[, lsqsto, 


Dimostrazione. Poiché Bj (8) E L'(R") € Bj IR, in base alla pro 
posizione 
20m, _N 2: 0 
Bi 3(R ) ie D(A,) c BI CR ) 
Quindi 
BEM (R") = (8° (R"), 8°9(R"))  c (L'(R"), DIA.) 
1,q Ti * I, 0,97 ? l’‘0,q 
(o) n 20m, N 2m6,_nN 
Cc = 
E (B) alR dis Bj alR ))6,q Bi, q0F ) 


Analogamente, si prova che 
TRE: . 22m ,,N n 
Proposizione 13. Poniamo D(AN) = {ueB} al )|A(x,a)u M(R)}. AR 0 


tale che  yXeC con ReX20 e la[2Ro: il problema 


ha un'unica soluzione u D(Ay) Yue MR"). Inoltre, We €]0,1[, q € [1,t©], 


(HR), DAI gg e BET (A) 


Per trattare i problemi di valori al contrario, ricordiamo il seguente risulta- 
to (vedi [GU2]). 


Diremo che (A(x,9), (B (9) a) è un problema ellittico regolare 


k 
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in 9 se sono soddisfatte Vas [- 
Si ha: 


: » al le classiche condizioni di Agmon. 


Proposizione 14. Sia ((A(x,9), (B,(x:3))L3) un problema ellittico 


regolare. Siano lsp.,qsto, a€ER, o+2Mm-m -P_ >0 per k = 1,...,m. Consideriamo 


il problema 


(#*) 
By(x,9)u = gg SU 99 


2m+o-Mm pel 


t (07 
con f€e B 2), e B 09). 
p,a! ) Ik P:9 (00) 


2mta ( 


AR 20 tale che WX€EC con ReAi=z0 e laaRo» (**) ha unica soluzione ueB, n 


Siano ora NEZ, pe[1,+©], con N+2m=m,>p K. Poniamo 


5 N+2m N,p 
D(Aypg) Web (a) |A(x,9)ueW ?"(q), 
BL(x,3)u 0, perk=1,...,m} > Ape! A(x,9)u 
Si ha 
Proposizione 15. 3R 20 tale che W\eC con Rexz0, e \x|2R, 
XE p(Aypg)- Inoltre, 
N,p f - N+2me 
CASI ORRORI NTO) 
a PI 3 13 $ N,p N 
Dimostrazione. La prima parte segue dall'inclusione W (a) e BL (9). 


sù N N, N+2m 
Inoltre, poiché B,1(9) SW P(a), per la prop. 14, Bp,1,869) <D(Axpg)- Segue 


BNemo(a) = (80 (0), BI i gle 

2090), rg ER 10 I, 
Infine, poniamo 

D(A_g) = tue” (2)|A(x,3)ueC(î), By(x59)u = 0 per k= 1,...,m}. 


Tenuto conto che 


B 


0,1 ca 7. 0 co 


è facile provare il seguente risultato (già ottenuto da A. Lunardi [LU] e P. Acqui 


stapace-B. Terreni [AT]). 


Proposizione 16. ‘AR 20 tale che, se Y\EC, ReA2z0, la[aRo Le p(A_g). 


Inoltre, 
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